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Ìåòîäèêà è ñèñòåìà îöåíèâàíèÿ (ïðîâåðêè) ðåãèîíàëüíîãîýòàïà Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå2012�2013 ó÷åáíîãî ãîäà.Îëèìïèàäà ïðîâîäèòñÿ â äâà äíÿ (òóðà) � 26 è 27 ÿíâàðÿ 2013 ãî-äà. Çàäàíèÿ êàæäîãî òóðà ñîäåðæàò ïî 4 çàäà÷è äëÿ êàæäîãî êëàññà.Êàæäûé òóð îëèìïèàäû äëèòñÿ 4 ÷àñà.�åøåíèå êàæäîé çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ öåëûì ÷èñëîì áàëëîâ îò 0äî 7. Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî áàëëîâ, êîòîðîå ìîæåò ïîëó÷èòüó÷àñòíèê, ðàâíî 56 (28 � I òóð, 28 � II òóð).Çàäàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä ÿâëÿþòñÿ òâîð÷åñêèìè, äî-ïóñêàþò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðåøåíèé. Êðîìå òîãî, íåîá-õîäèìî îöåíèâàòü ÷àñòè÷íûå ïðîäâèæåíèÿ â çàäà÷àõ (íàïðèìåð, ðàç-áîð âàæíîãî ñëó÷àÿ, äîêàçàòåëüñòâî âñïîìîãàòåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ,íàõîæäåíèå ïðèìåðà è ò.ï.). Íàêîíåö, âîçìîæíû ëîãè÷åñêèå è àðè�-ìåòè÷åñêèå îøèáêè â ðåøåíèÿõ. Îêîí÷àòåëüíûå áàëëû ïî çàäà÷åäîëæíû ó÷èòûâàòü âñ¼ âûøåïåðå÷èñëåííîå.Íèæå ïðèâåäåíà ñòàíäàðòíàÿ ìåòîäèêà îöåíèâàíèÿ ðåøåíèé.



Áàëëû Ïðàâèëüíîñòü (îøèáî÷íîñòü) ðåøåíèÿ7 Ïîëíîå âåðíîå ðåøåíèå.6�7 Âåðíîå ðåøåíèå, íî èìåþòñÿ íåáîëüøèå íåäî÷¼òû, â öå-ëîì íå âëèÿþùèå íà ðåøåíèå.5�6 �åøåíèå â öåëîì âåðíîå. Îäíàêî îíî ñîäåðæèò îøèáêè,ëèáî ïðîïóùåíû ñëó÷àè, íå âëèÿþùèå íà ëîãèêó ðàñ-ñóæäåíèé.3�4 Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðåøåíèå çàäà÷è äåëèòñÿ íà äâå ðàâ-íîöåííûå ÷àñòè � ðåøåíèå îäíîé èç ÷àñòåé.2�3 Äîêàçàíû âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, ïîìîãàþùèåâ ðåøåíèè çàäà÷è.0�1 �àññìîòðåíû îòäåëüíûå ñëó÷àè ïðè îòñóòñòâèè ðåøå-íèÿ.0 �åøåíèå íåâåðíîå, ïðîäâèæåíèÿ îòñóòñòâóþò.0 �åøåíèå îòñóòñòâóåò.Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ëþáîå ïðàâèëüíîå ðåøåíèå îöåíèâàåòñÿ â7 áàëëîâ. Íåäîïóñòèìî ñíèìàòü áàëëû çà òî, ÷òî òåêñò ðåøåíèÿ ñëèø-êîì äëèííûé, èëè çà òî, ÷òî âåðíîå ðåøåíèå øêîëüíèêà îòëè÷àåòñÿîò ïðèâåä¼ííîãî â äàííîé ìåòîäè÷åñêîé ðàçðàáîòêå èëè îò äðóãèõ ðå-øåíèé, èçâåñòíûõ æþðè. Â òî æå âðåìÿ ëþáîé ñêîëü óãîäíî äëèííûéòåêñò ðåøåíèÿ, íå ñîäåðæàùèé ïîëåçíûõ ïðîäâèæåíèé, äîëæåí áûòüîöåíåí â 0 áàëëîâ.Íèæå ïðèâåäåíû îòâåòû è ðåøåíèÿ çàäà÷ îëèìïèàäû. Â êîììåí-òàðèÿõ ê çàäà÷àì óêàçàíû êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ (â áàëëàõ) íåêîòîðûõïðåäïîëàãàåìûõ îøèáîê è ÷àñòè÷íûõ ïðîäâèæåíèé. Çàìåòèì, ÷òî ðà-áîòà ó÷àñòíèêà, ïîìèìî ïðèâåä¼ííûõ, ìîæåò âêëþ÷àòü äðóãèå ñîäåð-æàòåëüíûå ïðîäâèæåíèÿ, êîòîðûå äîëæíû áûòü îöåíåíû äîïîëíè-òåëüíî. Æåëàåì óñïåøíîé ðàáîòû!Àâòîðû è ñîñòàâèòåëè ñáîðíèêà
© Àâòîðû è ñîñòàâèòåëè, 2013
© È.È. Áîãäàíîâ, 2013, ìàêåò.
XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâÓñëîâèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷9 êëàññ9.1. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà M è N , áîëüøèå äåñÿòè, ñîñòîÿùèå èçîäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà öè�ð è òàêèå, ÷òî M = 3N . ×òîáû ïî-ëó÷èòü ÷èñëî M , íàäî â ÷èñëå N ê îäíîé èç öè�ð ïðèáàâèòü 2,à ê êàæäîé èç îñòàëüíûõ öè�ð ïðèáàâèòü ïî íå÷¼òíîé öè�ðå.Êàêîé öè�ðîé ìîãëî îêàí÷èâàòüñÿ ÷èñëî N? Íàéäèòå âñå âîç-ìîæíûå îòâåòû. (Í. Àãàõàíîâ)Îòâåò. Öè�ðîé 6.�åøåíèå. Ïî óñëîâèþ, M = 3N , çíà÷èò, ÷èñëî A = M −

−N = 2N ÷¼òíî. Íî, ïî óñëîâèþ, ÷èñëî A ñîñòàâëåíî èç íå÷åò-íûõ öè�ð è äâîéêè. Çíà÷èò, A îêàí÷èâàåòñÿ íà 2. Ïîýòîìó âäâîåìåíüøåå ÷èñëî N îêàí÷èâàåòñÿ ëèáî íà 1, ëèáî íà 6.Ïîêàæåì, ÷òî N íå ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ íà 1. Åñëè N îêàí-÷èâàåòñÿ íà 1, òî ïðè åãî óäâîåíèè íå ïðîèñõîäèò ïåðåíîñà äå-ñÿòêà èç ïîñëåäíåãî â ïðåäïîñëåäíèé ðàçðÿä. Çíà÷èò, ïðåäïî-ñëåäíÿÿ öè�ðà ÷èñëà A = 2N áóäåò ÷¼òíîé, à îíà äîëæíà áûòüíå÷¼òíîé. Ïðîòèâîðå÷èå.Çàìå÷àíèå. Ïàðû ÷èñåë N è M , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-âèþ, ñóùåñòâóþò, íàïðèìåð, N = 16, M = 48. Áîëåå òîãî, òàêèõïàð áåñêîíå÷íî ìíîãî. Âñå ïîäõîäÿùèå ÷èñëà N îïèñûâàþòñÿòàê: ïåðâàÿ öè�ðà � 1 èëè 2, äàëåå íåñêîëüêî (âîçìîæíî, íîëü)öè�ð, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàâíà 5 èëè 6, è ïîñëåäíÿÿ öè�ðà 6.Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò è ïðèìåð ÷èñëà N ñ öè�ðîé 6íà ïîñëåäíåì ìåñòå � 1 áàëë.Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öè�ðà ÷èñëà M íà 2 áîëüøåïîñëåäíåé öè�ðû ÷èñëà N � 1 áàëë.Ïîêàçàíî, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öè�ðà ÷èñëà N ìîæåò áûòü òîëüêîåäèíèöåé èëè øåñò¼ðêîé � 2 áàëëà.Áàëëû çà ðàçëè÷íûå ïðîäâèæåíèÿ ñêëàäûâàþòñÿ.Çàìåòèì, ÷òî â çàäà÷å íå òðåáóåòñÿ ïðèâåäåíèå ïðèìåðà òà-êîãî ÷èñëà. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî íèêàêàÿ öè�ðà, êðîìå 6,ïîñëåäíåé îêàçàòüñÿ íå ìîæåò.4



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíü9.2. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABCñ ãèïîòåíóçîé AB, êàñàåòñÿ åãî ñòîðîí BC, CA, AB â òî÷-êàõ A1, B1, C1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü B1H � âûñîòà òðåóãîëü-íèêà A1B1C1. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà H ëåæèò íà áèññåêòðèñå óã-ëà CAB. (Í. Àãàõàíîâ)�åøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî ∠A1C1B1 = 45◦. Èìåííî, èç ðàâ-íîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ AB1C1 è BA1C1 èìååì ∠AC1B1 =
= 90◦−1

2 ∠BAC è ∠BC1A1 = 90◦−1
2 ∠ABC, à òîãäà ∠A1C1B1 =

= 180◦ − ∠AC1B1 − ∠BC1A1 = 1
2 (∠BAC + ∠ABC) = 45◦.
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H�èñ. 1Èòàê, îñòðûé óãîë â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå △B1HC1ðàâåí 45◦; çíà÷èò, ýòîò òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé. Ïîýòîìóòî÷êà H ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó B1C1.Íî ýòèì æå ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðè-ñà ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà AB1C1. Ýòî è çíà÷èò, ÷òî òî÷-êà H ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà CAB.Çàìå÷àíèå. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ðàâåíñòâ ∠B1C1H =
= ∠C1B1H = 45◦ ìîæíî äåéñòâîâàòü è ïî-äðóãîìó. Èìåííî,òðåóãîëüíèêè AB1H è AC1H ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì (AB1 =
= AC1, B1H = C1H) è óãëó ìåæäó íèìè; ïîýòîìó ∠B1AH =
= ∠C1AH.Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî ∠A1C1B1 = 45◦ �2 áàëëà.9.3. Ìîæíî ëè ðàçáèòü êëåò÷àòóþ äîñêó 12 × 12 íà óãîëêè èç òð¼õñîñåäíèõ êëåòîê òàê, ÷òîáû êàæäûé ãîðèçîíòàëüíûé èêàæäûé âåðòèêàëüíûé ðÿä êëåòîê äîñêè ïåðåñåêàë îäíî è òîæå êîëè÷åñòâî óãîëêîâ? (�ÿä ïåðåñåêàåò óãîëîê, åñëè ñîäåðæèòõîòÿ áû îäíó åãî êëåòêó.) (Ä. Õðàìöîâ)5

XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâÎòâåò. Íåëüçÿ.�åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîå ðàçáèåíèå íàøëîñü.�àññìîòðèì ïåðâóþ è âòîðóþ ñíèçó ãîðèçîíòàëè äîñêè; îáîçíà-÷èì èõ H1 è H2. Êàæäûé óãîëîê íà äîñêå ïåðåñåêàåòñÿ ñ äâó-ìÿ ñîñåäíèìè ãîðèçîíòàëÿìè. Çíà÷èò, åñëè óãîëîê ïåðåñåêàåòñÿñ H1, òî îí ïåðåñåêàåòñÿ è ñ H2. Òåïåðü, åñëè ãîðèçîíòàëü H2ïåðåñåêàåò êàêîé-òî óãîëîê, íå ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ H1, òî îíà ïå-ðåñåêàåò áîëüøå óãîëêîâ, ÷åì H1, ÷òî íåâîçìîæíî. Èòàê, âñåóãîëêè, ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ ïåðâîé èëè âòîðîé ãîðèçîíòàëÿìè, íåâûõîäÿò çà èõ ïðåäåëû è îáðàçóþò âìåñòå ãîðèçîíòàëüíóþ ïî-ëîñó H ðàçìåðà 2× 12.Àíàëîãè÷íî, âñå óãîëêè, ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ ïåðâîé èëè âòî-ðîé ñëåâà âåðòèêàëÿìè V1 è V2, îáðàçóþò âìåñòå âåðòèêàëüíóþïîëîñó V ðàçìåðà 12 × 2. Â òàêîì ñëó÷àå âñå óãîëêè, ïåðåñåêà-þùèåñÿ ñ ëåâûì íèæíèì êâàäðàòîì 2 × 2, äîëæíû ëåæàòü êàêâ H, òàê è â V , òî åñòü äîëæíû ëåæàòü â ýòîì êâàäðàòå. Íî òî-ãäà êâàäðàò 2 × 2 äîëæåí ðàçáèòüñÿ íà òð¼õêëåòî÷íûå óãîëêè,÷òî íåâîçìîæíî. Ïðîòèâîðå÷èå.Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî (âåðòèêàëüíàÿ èëèãîðèçîíòàëüíàÿ) ïîëîñà ðàçìåðà 2× 12 ñ êðàÿ äîñêè ïîëíîñòüþçàìîùåíà óãîëêàìè � 3 áàëëà.9.4. Ïî êðóãó âûïèñàíû 1000 ÷èñåë. Ïåòÿ âû÷èñëèë ìîäóëè ðàçíî-ñòåé ñîñåäíèõ ÷èñåë, Âàñÿ � ìîäóëè ðàçíîñòåé ÷èñåë, ñòîÿùèõ÷åðåç îäíî, à Òîëÿ �ìîäóëè ðàçíîñòåé ÷èñåë, ñòîÿùèõ ÷åðåç äâà.Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå Ïåòèíî ÷èñëî áîëüøå ëþáîãî Âàñèíîãî õî-òÿ áû âäâîå. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå Òîëèíî ÷èñëî íå ìåíüøå ëþ-áîãî Âàñèíîãî. (È. Áîãäàíîâ)�åøåíèå. Ïóñòü v �íàèáîëüøåå èç Âàñèíûõ ÷èñåë, à t�êàêîå-òî èç Òîëèíûõ (ñêàæåì, t = |a − d|, ãäå a, b, c, d�÷åòûðåâûïèñàííûõ ïîäðÿä ÷èñëà). Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî t > v.Ñðåäè Ïåòèíûõ ÷èñåë âñòðå÷àåòñÿ ÷èñëî |a − b|; çíà÷èò,

|a− b| > 2v. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, |b − d|� îäíî èç Âàñèíûõ ÷è-ñåë; çíà÷èò, |b − d| 6 v. Èòàê, t = |a − d| = |(a − b) + (b − d)| >
> |a− b| − |b− d| > 2v − v = v, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî ëþáîå Òîëèíî ÷èñëîíå ìåíüøå êàêîãî-òî Âàñèíîãî � 0 áàëëîâ.6



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíü10 êëàññ10.1. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà M è N , áîëüøèå äåñÿòè, ñîñòîÿùèå èçîäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà öè�ð è òàêèå, ÷òî M = 3N . ×òîáû ïî-ëó÷èòü ÷èñëî M , íàäî â ÷èñëå N ê îäíîé èç öè�ð ïðèáàâèòü 2,à ê êàæäîé èç îñòàëüíûõ öè�ð ïðèáàâèòü ïî íå÷¼òíîé öè�ðå.Êàêîé öè�ðîé ìîãëî îêàí÷èâàòüñÿ ÷èñëî N? Íàéäèòå âñå âîç-ìîæíûå îòâåòû. (Í. Àãàõàíîâ)Îòâåò. Öè�ðîé 6.�åøåíèå. Ïî óñëîâèþ, M = 3N , çíà÷èò, ÷èñëî A = M −
−N = 2N ÷¼òíî. Íî, ïî óñëîâèþ, ÷èñëî A ñîñòàâëåíî èç íå÷åò-íûõ öè�ð è äâîéêè. Çíà÷èò, A îêàí÷èâàåòñÿ íà 2. Ïîýòîìó âäâîåìåíüøåå ÷èñëî N îêàí÷èâàåòñÿ ëèáî íà 1, ëèáî íà 6.Ïîêàæåì, ÷òî N íå ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ íà 1. Åñëè N îêàí-÷èâàåòñÿ íà 1, òî ïðè åãî óäâîåíèè íå ïðîèñõîäèò ïåðåíîñà äå-ñÿòêà èç ïîñëåäíåãî â ïðåäïîñëåäíèé ðàçðÿä. Çíà÷èò, ïðåäïî-ñëåäíÿÿ öè�ðà ÷èñëà A = 2N áóäåò ÷¼òíîé, à îíà äîëæíà áûòüíå÷¼òíîé. Ïðîòèâîðå÷èå.Çàìå÷àíèå. Ïàðû ÷èñåë N è M , î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü âóñëîâèè, ñóùåñòâóþò, íàïðèìåð, N = 16, M = 48. Áîëåå òîãî,òàêèõ ïàð áåñêîíå÷íî ìíîãî. Âñå ïîäõîäÿùèå ÷èñëà N îïèñû-âàþòñÿ òàê: ïåðâàÿ öè�ðà � 1 èëè 2, äàëåå íåñêîëüêî (âîçìîæ-íî, íîëü) öè�ð, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàâíà 5 èëè 6, è ïîñëåäíÿÿöè�ðà 6.Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò è ïðèìåð ÷èñëà N ñ öè�ðîé 6íà ïîñëåäíåì ìåñòå � 1 áàëë.Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öè�ðà ÷èñëà M íà 2 áîëüøåïîñëåäíåé öè�ðû ÷èñëà N � 1 áàëë.Ïîêàçàíî, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öè�ðà ÷èñëà N ìîæåò áûòü òîëüêîåäèíèöåé èëè øåñò¼ðêîé � 2 áàëëà.Áàëëû çà ðàçëè÷íûå ïðîäâèæåíèÿ ñêëàäûâàþòñÿ.Çàìåòèì, ÷òî â çàäà÷å íå òðåáóåòñÿ ïðèâåäåíèå ïðèìåðà òà-êîãî ÷èñëà. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî íèêàêàÿ öè�ðà, êðîìå 6,ïîñëåäíåé îêàçàòüñÿ íå ìîæåò.10.2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû âûñîòû AA1è CC1. Îêðóæíîñòü Ω, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, ïå-7

XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâðåñåêàåò ïðÿìóþ A1C1 â òî÷êàõ A′ è C ′. Êàñàòåëüíûå ê Ω, ïðî-âåä¼ííûå â òî÷êàõ A′ è C ′, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå B′. Äîêàæèòå,÷òî ïðÿìàÿ BB′ ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð îêðóæíîñòè Ω.(Ë. Åìåëüÿíîâ)
O

A

B

C

A1
C1

A′

C ′

B′

Ω�èñ. 2

�åøåíèå. Òàê êàê ∠AA1C =
= ∠AC1C = 90◦, òî÷êè A, C1, A1è C ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåò-ðîì AC, çíà÷èò, ∠BA1C1 = 180◦ −
−∠CA1C1 = ∠BAC (ñì. ðèñ. 2). Òîãäà
∠BA1C1 = ∠BA1C

′ = 1
2 (

� �

BC ′ +
� �

CA′)êàê óãîë ìåæäó õîðäàìè. Ñ äðóãîé ñòî-ðîíû, ∠BAC = 1
2 (

� �

BA′+
� �

CA′) êàê âïè-ñàííûé óãîë; çíà÷èò, äóãè BA′ è BC ′ðàâíû. Ïîýòîìó è îòðåçêè BA′ è BC ′ðàâíû. Íàêîíåö, îòðåçêè êàñàòåëüíûõ B′A′ è B′C ′ òàêæå ðàâíû,è çíà÷èò, òî÷êè B′ è B ëåæàò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå êõîðäå A′C ′ îêðóæíîñòè Ω. Öåíòð îêðóæíîñòè Ω òàêæå ëåæèòíà ýòîì ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå.Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî ðàâåíñòâî äóã èëè îòðåçêîâ BA′è BC ′ (èëè ýêâèâàëåíòíîå óòâåðæäåíèå, íàïðèìåð, OB ⊥
⊥ A′C ′) � 4 áàëëà.Çàìå÷åíî, ÷òî OB′� ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåç-êó A′C ′ � 1 áàëë.Çàìå÷åíî, ÷òî OB′� ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåç-êó A′C ′, è ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåí-ñòâî äóã èëè îòðåçêîâ BA′ è BC ′ (ïðè ýòîì ðàâåíñòâî óêàçàí-íûõ äóã èëè îòðåçêîâ íå äîêàçàíî) � 2 áàëëà.10.3. Äàíû òðè êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíà P (x), Q(x) è R(x) ñ ïîëîæè-òåëüíûìè ñòàðøèìè êîý��èöèåíòàìè, èìåþùèå ïî äâà ðàçëè÷-íûõ êîðíÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå êîðíåé òð¼õ÷ëå-íà R(x) â ìíîãî÷ëåí P (x) +Q(x) ïîëó÷àþòñÿ ðàâíûå çíà÷åíèÿ.Àíàëîãè÷íî, ïðè ïîäñòàíîâêå êîðíåé òð¼õ÷ëåíà P (x) â ìíîãî-÷ëåí Q(x) + R(x) ïîëó÷àþòñÿ ðàâíûå çíà÷åíèÿ, à òàêæå ïðèïîäñòàíîâêå êîðíåé òð¼õ÷ëåíà Q(x) â ìíîãî÷ëåí P (x) + R(x)ïîëó÷àþòñÿ ðàâíûå çíà÷åíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî òðè ÷èñëà: ñóììà8



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíüêîðíåé òð¼õ÷ëåíà P (x), ñóììà êîðíåé òð¼õ÷ëåíà Q(x) è ñóììàêîðíåé òð¼õ÷ëåíà R(x) ðàâíû ìåæäó ñîáîé. (Í. Àãàõàíîâ)Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü a1 è a2, b1 è b2, c1 è c2 � ñîîòâåò-ñòâåííî ïàðû êîðíåé òð¼õ÷ëåíîâ P (x), Q(x) è R(x). �àññìîò-ðèì òð¼õ÷ëåí S(x) = P (x) + Q(x) + R(x). Åãî çíà÷åíèÿ â òî÷-êàõ c1 è c2 ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè â ýòèõ æå òî÷êàõ òð¼õ÷ëå-íà P (x) + Q(x), òàê êàê R(c1) = R(c2) = 0. Çíà÷èò, èç óñëî-âèÿ ñëåäóåò, ÷òî S(c1) = S(c2). Àíàëîãè÷íî, S(a1) = S(a2)è S(b1) = S(b2). Íî êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ ïðèíèìàåò ðàâ-íûå çíà÷åíèÿ â ðàçíûõ òî÷êàõ òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè òî÷-êè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî àáñöèññû âåðøèíû èçîáðàæà-þùåé å¼ ïàðàáîëû. Çíà÷èò, ïàðû òî÷åê a1 è a2, b1 è b2, c1è c2 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îäíîé è òîé æå òî÷êè � àáñ-öèññû x = d âåðøèíû ïàðàáîëû y = S(x). Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî

a1 + a2 = b1 + b2 = c1 + c2 = 2d.Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü a1 < a2, b1 < b2, c1 < c2 � ñîîò-âåòñòâåííî ïàðû êîðíåé òð¼õ÷ëåíîâ P (x), Q(x), R(x). Îáîçíà-÷èì ÷åðåç a = a1 + a2
2 , b = b1 + b2

2 è c = c1 + c2
2 àáñöèññû âåðøèíïàðàáîë � ãðà�èêîâ �óíêöèé y = P (x), y = Q(x), y = R(x).Ñëåäóþùàÿ ëåììà î÷åâèäíî âûòåêàåò èç ñâîéñòâ êâàäðàòè÷íîé�óíêöèè.Ëåììà. Ïóñòü f � êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ñ ïîëîæèòåëü-íûì ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì, x = k�àáñöèññà âåðøèíû ïàðà-áîëû y = f(x), è ÷èñëà k1 < k2 òàêîâû, ÷òî k = k1 + k2

2 (èíà÷åãîâîðÿ, òî÷êè k1 è k2 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî òî÷êè k).Òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ [k1, k2) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî f(k2) > f(x),ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè x = k1.Ïóñòü òåïåðü äëÿ îïðåäåëåííîñòè c�íàèáîëüøåå èç ÷èñåë
a, b, c, òî åñòü c > a, c > b. Ïóñòü òî÷êà c′

1

ñèììåòðè÷íà c2îòíîñèòåëüíî a, òî åñòü c′
1
= 2a−c2 = 2a−(2c−c1) = c1−2(c−a).Òîãäà c′

1
6 c1 < c2. Ñîãëàñíî ëåììå, P (c2) > P (c1), ïðè÷åìíåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîëüêî â ñëó÷àå c′

1
= c1, òîåñòü ïðè a = c.Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåì, ÷òî Q(c2) > Q(c1), ïðè÷åì íåðà-âåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîëüêî ïðè b = c. Çíà÷èò,9

XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ
P (c2) + Q(c2) > P (c1) + Q(c1), ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿòîëüêî â ñëó÷àå a = b = c. Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè ñòàðøèõ êîý��èöè-åíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ P (x), Q(x), R(x) ñóùåñòâåííî, òàê êàê èíà÷åñóììû P (x) + Q(x), P (x) + Q(x) + R(x) è ò.ï. ìîãëè îêàçàòüñÿëèíåéíûìè èëè ïîñòîÿííûìè �óíêöèÿìè.Êîììåíòàðèé. �àññìîòðåíà ñóììà S(x) = P (x) + Q(x) +
+R(x) è ïîêàçàíî, ÷òî çíà÷åíèÿ S(x) â êîðíÿõ ëþáîãî èç äàííûõòð¼õ÷ëåíîâ îäèíàêîâû � 4 áàëëà.10.4. Ìîæíî ëè ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàçáèòü íà íåïå-ðåñåêàþùèåñÿ êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà A1, A2, A3, . . . òàê, ÷òîáûïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k ñóììà âñåõ ÷èñåë, âõîäÿùèõ â ïîä-ìíîæåñòâî Ak, ðàâíÿëàñü k + 2013? (�. Æåíîäàðîâ)Îòâåò. Íåëüçÿ.Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñêîìîå ðàçáèåíèåñóùåñòâóåò. Íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî Ak áîëüøèì, åñëè îíî ñîäåð-æèò áîëüøå îäíîãî ýëåìåíòà. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî n íàé-äóòñÿ n áîëüøèõ ìíîæåñòâ, èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 1 ðàñ-ñìîòðèì ìíîæåñòâî Ak1

, ñîäåðæàùåå åäèíèöó; ñóììà ÷èñåë âí¼ì ðàâíà k1+2013 > 1, çíà÷èò, îíî ñîäåðæèò åù¼ õîòÿ áû îäíî÷èñëî, òî åñòü îíî áîëüøîå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíäóêöèîííîãîïåðåõîäà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû óæå íàøëè áîëüøèå ìíîæåñòâà

Ak1
, . . . , Akn

, ãäå k1 < . . . < kn. Òîãäà ÷èñëî kn+2013 íå ëåæèò âìíîæåñòâå Akn

(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî ìíîæåñòâî íå áûëî áûáîëüøèì). Çíà÷èò, ýòî ÷èñëî ëåæèò â êàêîì-òî äðóãîì ìíîæå-ñòâå Akn+1

, ñóììà ÷èñåë â êîòîðîì ðàâíà kn+1+2013 > kn+2013;ïîýòîìó îíî òàêæå áîëüøîå, è kn+1 > kn.Ïóñòü k1 < k2 < . . . < k2014 �íîìåðà íåêîòîðûõ 2014 áîëü-øèõ ìíîæåñòâ. �àññìîòðèì ìíîæåñòâà A1, A2, . . . , Ak2014

. Â èõîáúåäèíåíèè ñîäåðæèòñÿ íå ìåíåå k2014+2014 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë,à çíà÷èò, ñðåäè íèõ åñòü ÷èñëî d > k2014 + 2014. Íî ýòî ÷èñëî díå ìîæåò âõîäèòü íè â îäíî èç ìíîæåñòâ Ak1
, . . . , Ak2014

, èáîñóììà â êàæäîì èç íèõ ìåíüøå d. Ïðîòèâîðå÷èå.Âòîðîå ðåøåíèå. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåìáîëüøîãî ìíîæåñòâà èç ïåðâîãî ðåøåíèÿ.10



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíüÄîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî áîëü-øèõ ìíîæåñòâ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà íàéäåòñÿ òà-êîé íîìåð t (ñ÷èòàåì t > 1), ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ

At, At+1, At+2, . . . ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà. Èòàê, îáúåäèíå-íèå ìíîæåñòâ At, At+1, At+2, . . . åñòü ìíîæåñòâî {t + 2013, t +
+2014, . . .}. Òîãäà îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , At−1 ñîâïà-äàåò ñ ìíîæåñòâîì {1, 2, . . . , t+2012}. Íî ñóììà ýëåìåíòîâ â ýòèõìíîæåñòâàõ äîëæíà áûòü ðàâíà 2014+2015+ . . .+(t+2012), ÷òîìåíüøå, ÷åì ñóììà âñåõ ÷èñåë â ìíîæåñòâå {1, 2, . . . , t + 2012}.Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî íàøå óòâåðæäåíèå âåðíî.Ñóììà ÷èñåë êàæäîãî èç ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , AN íå ïðå-âîñõîäèò N + 2013, çíà÷èò âñå ìíîæåñòâà A1, A2, . . . , AN �ïîä-ìíîæåñòâà ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , N +2013}. Òàê êàê èìååòñÿ áåñ-êîíå÷íî ìíîãî áîëüøèõ ìíîæåñòâ, òî çà�èêñèðóåì òàêîé íî-ìåð N , ÷òî ñðåäè ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , AN õîòÿ áû 2014 áîëü-øèõ. Òîãäà îáúåäèíåíèå âñåõ ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , AN ñîäåðæèòíå ìåíåå N + 2014 ýëåìåíòîâ (îíè ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ) �ïðîòèâîðå÷èå.Êîììåíòàðèé. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íóæíîå ðàçáèåíèåñóùåñòâóåò, äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ èëè áî-ëåå ýëåìåíòîâ, áåñêîíå÷íîå ÷èñëî � 3 áàëëà.Çàäà÷à ðåøåíà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â èñêîìîì ðàçáèåíèèáåñêîíå÷íîå ÷èñëî áîëüøèõ ìíîæåñòâ (íî ýòà áåñêîíå÷íîñòü âðàáîòå íå äîêàçàíà) � 3 áàëëà.

11
XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ11 êëàññ11.1. Òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà òàêîâû, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öè�ðà ñóììûëþáûõ äâóõ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíåé öè�ðîé òðåòüåãî ÷èñëà.Ïðîèçâåäåíèå ýòèõ òð¼õ ÷èñåë çàïèñàëè íà äîñêå, à çàòåì âñ¼,êðîìå òð¼õ ïîñëåäíèõ öè�ð ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ñò¼ðëè. Êàêèåòðè öè�ðû ìîãëè îñòàòüñÿ íà äîñêå? Íàéäèòå âñå âîçìîæíûåîòâåòû. (Í. Àãàõàíîâ)Îòâåò. 000, 250, 500 èëè 750.�åøåíèå. Ïóñòü a, b, c�äàííûå ÷èñëà. Ïî óñëîâèþ, ÷èñëà

a + b − c, b + c − a è c + a − b äåëÿòñÿ íà 10. Çíà÷èò, íà 10äåëèòñÿ è ñóììà ýòèõ ÷èñåë, ðàâíàÿ a+ b+ c. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,èç ðàâåíñòâà a+ b+ c = (a+ b− c)+2c è óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò,÷òî ïîñëåäíÿÿ öè�ðà ñóììû âñåõ òð¼õ ÷èñåë ðàâíà ïîñëåäíåéöè�ðå ÷èñëà 2c. Çíà÷èò, ÷èñëî c îêàí÷èâàåòñÿ íà 5 èëè íà 0.Àíàëîãè÷íî, íà 0 èëè íà 5 îêàí÷èâàþòñÿ ÷èñëà a è b.Íàêîíåö, ïîñêîëüêó ñóììà a+b+c ÷¼òíà, òî è îäíî èç ÷èñåë

a, b, c òàêæå ÷¼òíî. Èòàê, îäíî èç ýòèõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 10, à äâàîñòàëüíûõ � íà 5. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå äåëèòñÿ íà 250, à çíà÷èò,ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ ëèøü íà 250, 500, 750 èëè 000. Îñòàëîñüïðèâåñòè ïðèìåðû òðîåê ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì, äà-þùèå äàííûå ïîñëåäíèå öè�ðû: 10 ·10 ·10 = 1000; 5 ·5 ·10 = 250;

5 · 5 · 20 = 500; 5 · 5 · 30 = 750.Êîììåíòàðèé. Òîëüêî îòâåò � 0 áàëëîâ.Ïðèâåäåíû 4 ïðèìåðà, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ìî-æåò îêàí÷èâàòüñÿ íà êàæäîå èç ÷èñåë 000, 250, 500 è 750, äàëü-íåéøèå ïðîäâèæåíèÿ îòñóòñòâóþò � 2 áàëëà.Ïðèâåäåíû òîëüêî òðè èç ÷åòûð¼õ òàêèõ ïðèìåðîâ, äàëü-íåéøèå ïðîäâèæåíèÿ îòñóòñòâóþò � 1 áàëë.Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî âñå òðè ÷èñëà äåëÿòñÿ íà 5 � 2 áàëëà.Åñëè, êðîìå ýòîãî, äîêàçàíî, ÷òî îäíî èç íèõ äåëèòñÿ íà 10 �åù¼ 1 áàëë.Äîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äåëèòñÿ íà 250 (èëè ýêâèâà-ëåíòíîå óòâåðæäåíèå) è ïðèâåäåíû ëèøü ïðèìåðû, ïîêàçûâà-þùèå, ÷òî òðè èç âîçìîæíîñòåé 000, 250, 500 è 750 ðåàëèçóþò-ñÿ � 5 áàëëîâ.12



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíü11.2. Ïóñòü P (x) è Q(x)�ïðèâåä¼ííûå êâàäðàòíûå òð¼õ÷ëåíû, èìå-þùèå ïî äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî ñóììà äâóõ ÷è-ñåë, ïîëó÷àåìûõ ïðè ïîäñòàíîâêå êîðíåé òð¼õ÷ëåíà P (x) â òð¼õ-÷ëåí Q(x), ðàâíà ñóììå äâóõ ÷èñåë, ïîëó÷àåìûõ ïðè ïîäñòàíîâ-êå êîðíåé òð¼õ÷ëåíà Q(x) â òð¼õ÷ëåí P (x). Äîêàæèòå, ÷òî äèñ-êðèìèíàíòû òð¼õ÷ëåíîâ P (x) è Q(x) ðàâíû. (Í. Àãàõàíîâ)�åøåíèå. Ïóñòü a1 è a2 �êîðíè òð¼õ÷ëåíà P (x), à b1 è b2 �êîðíè òð¼õ÷ëåíà Q(x); òîãäà P (x) = (x − a1)(x − a2) è Q(x) =
= (x− b1)(x− b2). Ïîýòîìó óñëîâèå çàäà÷è ïðèíèìàåò âèä

(b1 − a1)(b1 − a2) + (b2 − a1)(b2 − a2) =

= (a1 − b1)(a1 − b2) + (a2 − b1)(a2 − b2).Ïåðåíîñÿ âñå ñëàãàåìûå â îäíó ÷àñòü, ìû ïîëó÷àåì

(b1 − a1)(b1 − a2 + a1 − b2) + (b2 − a2)(b2 − a1 + a2 − b1) = 0,òî åñòü (b1 + a2 − a1 − b2)(a1 + b1 − a2− b2) = 0, èëè (b1 − b2)
2 −

− (a1 − a2)
2 = 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî |b1 − b2| = |a2 − a1|.Ìû äîêàçàëè, ÷òî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîðíÿìè òð¼õ÷ëå-íîâ P (x) è Q(x) ðàâíû. Íî êâàäðàòû ýòèõ ðàññòîÿíèé êàê ðàçè ðàâíû, ñîãëàñíî �îðìóëå êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ, äèñ-êðèìèíàíòàì ýòèõ òð¼õ÷ëåíîâ.Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî |b1− b2| = |a2− a1|�5 áàëëîâ.Çàìå÷åíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðà-âåíñòâî |b1 − b2| = |a2 − a1|� 1 áàëë.11.3. Ìîæíî ëè ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàçáèòü íà íåïå-ðåñåêàþùèåñÿ êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà A1, A2, A3, . . . òàê, ÷òîáûïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k ñóììà âñåõ ÷èñåë, âõîäÿùèõ â ïîä-ìíîæåñòâî Ak, ðàâíÿëàñü k + 2013? (�. Æåíîäàðîâ)Îòâåò. Íåëüçÿ.Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñêîìîå ðàçáèåíèåñóùåñòâóåò. Íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî Ak áîëüøèì, åñëè îíî ñîäåð-æèò áîëüøå îäíîãî ýëåìåíòà. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî n, ÷òî ñó-ùåñòâóþò õîòÿ áû n áîëüøèõ ìíîæåñòâ. Ïðè n = 1 ðàññìîò-ðèì ìíîæåñòâî Ak1

, ñîäåðæàùåå åäèíèöó; ñóììà ÷èñåë â í¼ìðàâíà k1 + 2013 > 1, çíà÷èò, îíî ñîäåðæèò åù¼ õîòÿ áû îäíî÷èñëî, òî åñòü îíî áîëüøîå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíäóêöèîííîãî13
XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâïåðåõîäà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû óæå íàøëè áîëüøèå ìíîæåñòâà

Ak1
, . . . , Akn

, ãäå k1 < . . . < kn. Òîãäà ÷èñëî kn+2013 íå ëåæèò âìíîæåñòâå Akn

(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî ìíîæåñòâî íå áûëî áûáîëüøèì). Çíà÷èò, ýòî ÷èñëî ëåæèò â êàêîì-òî äðóãîì ìíîæå-ñòâå Akn+1

, ñóììà ÷èñåë â êîòîðîì ðàâíà kn+1+2013 > kn+2013;ïîýòîìó îíî òàêæå áîëüøîå, è kn+1 > kn.Ïóñòü k1 < k2 < . . . < k2014 �íîìåðà íåêîòîðûõ 2014 áîëü-øèõ ìíîæåñòâ. �àññìîòðèì ìíîæåñòâà A1, A2, . . . , Ak2014

. Â èõîáúåäèíåíèè ñîäåðæèòñÿ íå ìåíåå k2014+2014 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë,à çíà÷èò, ñðåäè íèõ åñòü ÷èñëî d > k2014 + 2014. Íî ýòî ÷èñëî díå ìîæåò âõîäèòü íè â îäíî èç ìíîæåñòâ Ak1
, . . . , Ak2014

, èáîñóììà â êàæäîì èç íèõ ìåíüøå d. Ïðîòèâîðå÷èå.Âòîðîå ðåøåíèå. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåìáîëüøîãî ìíîæåñòâà èç ïåðâîãî ðåøåíèÿ.Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî áîëü-øèõ ìíîæåñòâ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà íàéäåòñÿ òà-êîé íîìåð t (ñ÷èòàåì t > 1), ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ

At, At+1, At+2, . . . ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà. Èòàê, îáúåäèíå-íèå ìíîæåñòâ At, At+1, At+2, . . . åñòü ìíîæåñòâî {t + 2013, t +
+2014, . . .}. Òîãäà îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , At−1 ñîâïà-äàåò ñ ìíîæåñòâîì {1, 2, . . . , t+2012}. Íî ñóììà ýëåìåíòîâ â ýòèõìíîæåñòâàõ äîëæíà áûòü ðàâíà 2014+2015+ . . .+(t+2012), ÷òîìåíüøå, ÷åì ñóììà âñåõ ÷èñåë â ìíîæåñòâå {1, 2, . . . , t + 2012}.Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî íàøå óòâåðæäåíèå âåðíî.Ñóììà ÷èñåë êàæäîãî èç ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , AN íå ïðå-âîñõîäèò N + 2013, çíà÷èò âñå ìíîæåñòâà A1, A2, . . . , AN �ïîä-ìíîæåñòâà ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , N +2013}. Òàê êàê èìååòñÿ áåñ-êîíå÷íî ìíîãî áîëüøèõ ìíîæåñòâ, òî çà�èêñèðóåì òàêîé íî-ìåð N , ÷òî ñðåäè ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , AN õîòÿ áû 2014 áîëü-øèõ. Òîãäà îáúåäèíåíèå âñåõ ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , AN ñîäåðæèòíå ìåíåå N + 2014 ýëåìåíòîâ (îíè ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ) �ïðîòèâîðå÷èå.Êîììåíòàðèé. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íóæíîå ðàçáèåíèåñóùåñòâóåò, äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ èëè áî-ëåå ýëåìåíòîâ, áåñêîíå÷íîå ÷èñëî � 3 áàëëà.Çàäà÷à ðåøåíà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â èñêîìîì ðàçáèåíèè14



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíüáåñêîíå÷íîå ÷èñëî áîëüøèõ ìíîæåñòâ (íî ýòà áåñêîíå÷íîñòü âðàáîòå íå äîêàçàíà) � 3 áàëëà.11.4. Â îêðóæíîñòü Ω âïèñàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC, â êî-òîðîì AB > BC. Ïóñòü P è Q� ñåðåäèíû ìåíüøåé è áîëüøåéäóã AC îêðóæíîñòè Ω, ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü M � îñíîâàíèåïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè Q íà îòðåçîê AB. Äî-êàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà BMC,äåëèò ïîïîëàì îòðåçîê BP . (Ô. Èâëåâ)Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü S � ñåðåäèíà BP , O�öåíòðîêðóæíîñòè Ω. Òîãäà O� ñåðåäèíà îòðåçêà PQ, à S �ïðîåê-öèÿ O íà BP . Çàìåòèì, ÷òî QA = QC, òàê êàê Q� ñåðåäèíàäóãè AC. �àâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè AQC è POC ïîäîáíû,òàê êàê ∠QAC è ∠OPC îïèðàþòñÿ íà îäíó äóãó QC. Ïðÿìî-óãîëüíûå òðåóãîëüíèêè AQM è POS ïîäîáíû, òàê êàê ∠QAMè ∠OPS îïèðàþòñÿ íà îäíó äóãó QB. Èç äîêàçàííûõ ïîäîáèéñëåäóåò, ÷òî AM
PS
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PC
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Ïîñêîëüêó ∠MAC = ∠SPC(îíè îïèðàþòñÿ íà îäíó äóãó BC),ïîëó÷àåì, ÷òî òðåóãîëüíèêè AMCè PSC ïîäîáíû. Îòñþäà ñëåäóåò,÷òî óãëû BMC è BSC ðàâíû êàêñìåæíûå ñ ñîîòâåòñòâåííûìè óãëà-ìè â ýòèõ òðåóãîëüíèêàõ. Îòñþäàè ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè B,C,M,S ëå-æàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü K �òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå C îò-íîñèòåëüíî ïðÿìîé BQ. Ïîñêîëüêóäóãè AQ è CQ ðàâíû, ïðÿìàÿ BQ ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé áèññåêòðè-ñîé óãëà ABC; çíà÷èò, òî÷êà K ëåæèò íà ïðÿìîé AB. Äàëåå,èç ñèììåòðèè ïîëó÷àåì QK = QC = QA. Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê
QAK ðàâíîáåäðåííûé, è åãî âûñîòà QM ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé:
AM = MK.Ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèê BCK ðàâíîáåäðåííûé (BC = CK),èìååì ∠BKC = 1

2 ∠ABC = ∠PBC. Êðîìå òîãî, ∠BPC =15
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= ∠BAC êàê îïèðàþùèåñÿ íà îäíó äóãó. Çíà÷èò, òðåóãîëüíè-êè CAK è CPB ïîäîáíû ïî äâóì óãëàì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sñåðåäèíó îòðåçêà BP . Òîãäà óãëû CSB è CMK � ñîîòâåòñòâåí-íûå â ýòèõ ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêàõ; çíà÷èò, îíè ðàâíû, òî åñòü

∠CSB = ∠CMB. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè C, S, M , B ëåæàòíà îäíîé îêðóæíîñòè.Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî, ÷òî òðåóãîëüíèêè AQM è POSïîäîáíû, èëè äîêàçàíî, ÷òî òðåóãîëüíèêè AQC è POC ïîäîá-íû� 1 áàëë.Äîêàçàíû îáà ýòèõ ïîäîáèÿ � 3 áàëëà.Íà ëó÷å AB íàéäåíà òî÷êà K òàêàÿ, ÷òî BK = BC è QA =
= QK (èëè MA = MK) � 2 áàëëà.
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